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В работе проводится исследование симметрийных свойств нелинейного приближенного урав-
нения в частных производных, полученного путём разложения дробной производной Римана–
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Введение 
Уравнение Бюргерса является одним из классических уравнений математической фи-
зики. Впервые оно было предложено И. Бюргерсом для описания одномерной турбулент-
ности [1]. В дальнейшем было показано, что это уравнение возникает при рассмотрении 
довольно широкого класса задач. Например, в гидродинамике оно возникает при модели-
ровании распространения колебаний в вязкой среде [2], в нелинейной акустике [3, 4] оно 
описывает движение плоских волн небольшой амплитуды и нелинейных волн в газах.  
В последние годы наблюдается значительный рост интереса к исследованию матема-
тических моделей с учетом эффекта памяти среды. Если функция памяти имеет степен-
ную асимптотику при больших временах, то соответствующая математическая модель 
может быть представлена в виде дробно-дифференциального уравнения [5, 6]. Если влия-
ние памяти относительно мало (то есть порядок дробного дифференцирования близок к 
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целому числу), то дробно-дифференциальное уравнение может быть приближено уравне-
нием с малым параметром. Исследованию таких уравнений посвящены, например, рабо-
ты [7, 8].  
Эффективным аппаратом для исследования свойств и решения уравнений с дробными 
производными является групповой анализ. Его методы (см., например, [9,10]), впервые 
предложенные известным норвежским математиком С. Ли, и в настоящее время являются 
актуальными. Инфинитезимальный подход к изучению симметрийных свойств и построе-
нию группы точечных преобразований, развитый в работах [11, 12, 13], позволяет нахо-
дить как точные, так и приближенные симметрии и инвариантные решения для дробно-
дифференциальных уравнений. 
В работе рассматривается дробно-дифференциальное обобщение уравнения Бюргерса 
   
                                (1) 
с дробной производной Римана-Лиувилля по времени [14] 
   
   
 
      
 
  
 
      
      
   
 
 
  (2) 
где        – гамма-функция. Функция      в уравнении (1) – произвольная функция, 
отличная от константы. 
При       для дробной производной (2) справедливо разложение [13]: 
  
                      
 
 
  
       
       
  
    
 
   
   
где   – постоянная Эйлера. В данном разложении       является малым параметром. 
Здесь и далее равенство           означает               . 
Таким образом, из исходного уравнения (1) получается уравнение с малым парамет-
ром 
                    
 
 
  
       
       
  
                       (3) 
Уравнение (3) может рассматриваться, как нелокальное возмущение обобщенного уравне-
ния Бюргерса 
                 (4) 
в которое оно переходит при    .  
В данной работе для уравнения (3) ищется допускаемая им группа приближенных то-
чечных преобразований, проверяется выполнение для него условия нелинейной самосо-
пряженности, строятся приближенные законы сохранения и некоторые инвариантные ре-
шения.  
1. Допускаемая группа преобразований 
Следуя работе [15], будем искать приближенно допускаемую группу преобразований 
для уравнения (3) с оператором 
                   
       
  
 
  
      
       
  
 
  
             
 
  
   (5) 
Математика и математическое моделирование, 2019, №5 3 
Координаты     
      
               данного оператора являются функциями переменных 
     . Оператор      в (5) является оператором невозмущенного уравнения (4). Групповая 
классификация уравнения (4) хорошо известна, (см., например, [9, 10]), для него справед-
ливо 
Утверждение 1. В зависимости от вида функции      уравнение (4) допускает двух-, 
трех- или пятипараметрическую группу Ли точечных преобразований. А именно, 
если      – произвольного вида, то уравнение (4) допускает двухпараметрическую 
группу Ли   с операторами 
      
 
  
    
 
  
  
если                то группа Ли   для уравнения (4) расширяется до трёхпара-
метрической оператором 
      
 
  
   
 
  
  
 
  
  
если         то группа Ли   для уравнения (4) расширяется до пятипараметриче-
ской операторами 
     
 
  
  
 
  
  
 
  
  
    
 
  
 
 
  
     
 
 
  
   
 
  
       
 
  
  
Таким образом, оператор      из (5) в зависимости от вида функции      есть линей-
ная комбинация операторов         из утверждения 1. 
Рассмотрим случай, когда уравнение (4) допускает самую богатую группу симметрий, 
то есть функция      является линейной. Из утверждения 1 следует, что функции 
    
      
       в (5) примут вид 
    
           
        
                    
                       
где                Тогда второе продолжение оператора (5) будет иметь вид  
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Определяющее уравнение запишется как  
      
  
  
 
 
 
  
  
       
       
  
    
 
   
               
 
 
        
        
       
                         
       
     (6) 
        
        
      
       
       
    
   
 
   
  
   
     
Все производные     в (6) заменяются в силу уравнения (3). Расщепляя полученное 
уравнение по степеням    при     имеем тождественный ноль в силу утверждения 1. 
При    определяющее уравнение расщепляем по всем производным 
        
                     
    
    
       
     входящим в уравнение. В итоге полу-
чаем систему на неизвестные функции     
      
      :  
  
  
 
           
        
        
        
      (7) 
                          
        
         
                
      (8) 
        
                
      (9) 
        
          
          
          
      (10) 
         
         
        
                                                    11  
  
   
  
 
  
 
                                                (12) 
    
         
      
        
         
      
           
            
    
 
        (13) 
     
       
    
  
   
 
        
       
    
  
      
 
     (14) 
Из уравнений (13), (14) имеем           . Тогда из уравнений (10), (11) следует 
    
      
         
       
         
Из уравнения (9) получаем, что функция      будет линейной по переменной    Следова-
тельно, расщепляя (12) по  , имеем  
                       
где                 Используя полученную      в уравнениях (7) и (8), находим 
    
           
         ,     
                    
где                 
Таким образом, уравнение (3) с линейной функцией      допускает семипараметри-
ческую приближенную группу преобразований с операторами 
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Аналогичным образом были найдены координаты оператора (5) в случае произволь-
ной и степенной функции      из уравнения (3). В результате доказана справедливость 
следующего утверждения. 
Утверждение 2. В зависимости от вида функции            уравнение (3) допус-
кает трех-, пяти- или семипараметрическую группу Ли приближенных точечных преоб-
разований. А именно, 
если      – произвольного вида, то уравнение (3) допускает трёхпараметрическую 
группу Ли   с операторами 
      
 
  
     
 
  
         
если                то группа Ли   для уравнения (3) расширяется до пятипара-
метрической операторами 
           
 
  
   
 
  
  
 
  
         
если         то группа Ли   для уравнения (3) расширяется до семипараметриче-
ской операторами 
          
 
  
  
 
  
  
 
  
  
     
 
  
  
 
  
      
 
 
  
    
 
  
        
 
  
         
2. Нелинейная самосопряженность  
Невозмущенное обобщенное уравнение Бюргерса не имеет классического лагранжиа-
на. Воспользуемся работами [16], [17] и найдем формальный лагранжиан для уравнения 
(3) в виде: 
                         , 
где  
                                      
 
 
  
       
       
  
    
 
   
  
а                новая зависимая переменная. Для определения   запишем прибли-
женно сопряженное к (3) уравнение  
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или, после преобразований,  
                                                
   
 
       
  
            
 
                              (15) 
Уравнение (3) будет приближенно нелинейно самосопряженным, если найдутся такие 
функции             и            , что выполняется условие (см., например, [17]): 
       
       
   
                        
                                 (16) 
где           – неопределенные коэффициенты. Подставляя (15) в (16) и расщепляя 
последнее по малому параметру   и независимым переменным, получим решение в виде 
                                
где            . Не ограничивая общности, положим          
Таким образом, доказано 
Утверждение 3. Приближенное уравнение (3) является приближенно нелинейно 
самосопряженным с подстановкой      . 
3. Приближенные законы сохранения  
Согласно [17], для уравнения (3) приближенный закон сохранения имеет вид  
    
       
       
где компоненты сохраняющегося вектора        
       
         определяются по 
формулам: 
    
      
     
   
     
       
     
   
    
     
    
           
     
    
  
    
      
     
   
      
     
   
         
  
     
    
     
 
 
   
   
    
        
     
    
     
           
    
     
    
     
 
 
     
  
 
   
  
    
       
     
   
    
     
    
           
     
    
  
      
   
   
    
     
    
           
     
    
  
              
                  
     
а слагаемые формального лагранжиана с учетом утверждения 3 равны 
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Снова рассмотрим уравнение (3) с самой широкой допускаемой группой приближен-
ных преобразований, то есть случай         Для оператора    имеем              
  и компоненты сохраняющегося вектора в силу уравнения (3) равны 
           
Следовательно, приближенный закон сохранения является в этом случае тривиальным. 
Показано, что для операторов    и    соответствующие приближенные законы 
сохранения также оказываются тривиальными. 
Для оператора    имеем                            , а компоненты 
сохраняющегося вектора равны 
    
                                
    
           
                        
    
                 
    
                                          
       
    
  
  
 
   
  
   
       
    
  
   
 
   
   
         
        
  
    
 
   
  
Выделяя в    слагаемые с полной производной по t и перенося их в     с учетом 
уравнения (3) получим координаты сохраняющихся векторов в виде 
               
       
Таким образом, закон сохранения для данного оператора совпадает с невозмущенным 
уравнением (4). Для операторов   ,    и    получены тривиальные приближенные законы 
сохранения. 
Аналогичным образом получены тривиальные приближенные законы сохранения для 
операторов   ,    и    в случае      произвольного вида и степенной функции     . Для 
оператора     допускаемого уравнением (3) при       
         компоненты 
сохраняющегося вектора определяются выражениями: 
при      
         
    
   
             
    
   
      
                                        
         
    
  
  
 
   
  
при      
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Можно показать непосредственными вычислениями, что этот приближенный закон 
сохранения совпадает с самим уравнением (3). Поскольку       , компоненты 
сохранящегося вектора для него получаются из вектора для оператора    в виде 
          
    
   
      
                    
               
                 
и приближенный закон сохранения совпадает с невозмущенным уравнением (4). 
Таким образом, доказана справедливость следующего утверждения. 
Утверждение 4. Все законы сохранения, найденные методом нелинейной самосо-
пряженности, для нелинейного приближённого уравнения (3) являются тривиальными или 
совпадают с самим уравнением. 
4. Примеры инвариантных решений  
Знание приближенных симметрий уравнения (3) дает возможность строить его при-
ближенные решения. Построим некоторые примеры инвариантных решений приближен-
ного уравнения (3) с функцией       . 
Пример 1. Общий приближенные инвариант для оператора    имеет вид 
                      
откуда находим анзац на решение 
                    
Подставляя данный анзац в уравнение (3), получаем уравнение на неизвестные функции 
         : 
    
       
                   
  
    
 
  
       
       
  
       
 
   
     
Расщепляя по малому параметру и решая полученную систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений, получаем приближенно инвариантное решение  
                     
где              
Пример 2. Анзац на инвариантное решение, порожденное оператором   , запишется 
как 
   
 
  
     
 
  
  
 
  
     
  
 
  
      
  
 
  
        (17) 
Отметим, что при     инвариантное решение хорошо известно (см., например, [9]): 
       
 
  
 
 
 
  
  
        
 
   
 
   (18) 
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где         , и        – функция ошибки. Осталось определить функции    
      
   Од-
нако для уравнения (3), которое содержит бесконечный ряд из производных по перемен-
ной t, анзац на решение в виде (17) является весьма сложным для интегрирования. В силу 
инвариантов перепишем его в виде 
  
 
 
     
 
  
  
 
 
     
  
 
  
      
  
 
  
        
где      определяется по формуле (18). Подставляя (19) в уравнение (3), и расщепляя по 
степеням  , получаем систему:  
            
             
      
        
            
      (20) 
              
  
  
            
  
 
      
  
 
        
  
 
          
   
        
     
       
      
    (21) 
           
  
  
            
  
 
      
  
 
        
  
 
          
        
     
 + 
      
           
  
    
 
 
 
    
 
  
       
       
  
       
 
   
                  22  
где   
 
  
. Уравнение (20) выполняется тождественно в силу (18), а уравнения (21) и (22) 
являются обыкновенными дифференциальными уравнениями на неизвестные функции 
    
      
 . К сожалению, построить решение этих уравнений не удалось. 
Заключение 
В работе исследованы приближенные симметрийные свойства нелинейного прибли-
женного уравнения Бюргерса, полученного из дробно-дифференциального аналога этого 
уравнения путём разложения дробной производной Римана–Лиувилля в ряд по малому 
параметру, выделенному из порядка дробного дифференцирования. Установлено, что в 
случае произвольного вида функции, стоящей при первой производной по пространствен-
ной переменой, допускаемая приближенная группа точечных преобразований для иссле-
дуемого уравнения является трёхпараметрической. В случаях, когда эта функция является 
степенной или линейной, группа расширяется до пяти- и семипараметрической, соответ-
ственно. 
Доказано, что рассматриваемое уравнение является приближенно нелинейно самосо-
пряженным, что дает возможность строить его приближенные законы сохранения. Пока-
зано, однако, что приближенные законы сохранения для данного уравнения являются ли-
бо тривиальными, либо имеют вид исходного уравнения. Также построены примеры ин-
вариантных приближенных решений для некоторых допускаемых операторов. 
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The classical Burgers equation is well studied and is often used in problems of hydrodynam-
ics and nonlinear acoustics. In recent years, there has been a significantly increasing interest in 
mathematical models that take into account the power-law memory effect of the medium. Such 
models are described by equations in which the time derivative is replaced by a fractional deriva-
tive. 
The study object is a generalized Burgers equation with a fractional Riemann-Liouville time 
derivative. A memory effect of the medium is assumed to be small, so a small parameter, with 
respect to which the fractional derivative is expanded into a series, is extracted from the fraction-
al-order differentiation. As a result, the initial fractional differential generalization of the Burgers 
equation is approximated by an equation with a small parameter. The aim of the work is to study 
the symmetry properties of such a partial differential equation with a small parameter and to con-
struct conservation laws for it. To achieve the goal, methods of modern group analysis are used, 
as well as widely known methods of integrating systems and partial differential equations of first 
order. 
The group classification of the equation under study is carried out according to the function 
standing at the first derivative with respect to the spatial variable. It is shown that if this function 
is of arbitrary form, then the admissible approximate group of point transformations is three-
parameter. For power-law and linear functions, the admissible approximate group of point trans-
formations extends to five- and seven-parameter groups, respectively. Examples of approximate-
ly invariant solutions for some admissible operators are constructed. It is proved that the studied 
equation with a small parameter is approximately nonlinearly self-adjoint. Based on the principle 
http://mathmelpub.ru ISSN 2412-5911
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of nonlinear self-adjointness, conservation laws are constructed for each group generator. It is 
shown that all conservation laws are either trivial or have the form of the original equation. 
The results develop the theory of approximate transformation groups for fractional differen-
tial equations. The obtained symmetries can be used to construct approximate invariant solutions 
of the equation in question. 
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